Soient A et B 2 ev aléatoires avec P(B) ( 0. Considérons l’application A ( P( A | B) et notons la PB(A)  est bien une probabilité, au sens des axiomes de Kolmogorov. Preuve : La preuve consiste à démontrer que les axiomes de Kolmogorov sont vérifiés pour PB
1. PB(A) ( 0 , car P( A ) ( 0 . PB(() = P( A(( ) / P( A) = 1 3. Pour une suite Ai d’ev disjoints, PB((iAi) = P((iAi |B) = 

P(((iAi )(B)/P(B) = (i P(Ai(B)/P(B)=(I P(Ai |B)= (i PB(Ai). D’où P( /A |B) = 1-P( A|B). P( 0|B) = 0 . 

P(A1(A2 |B) = P(A1|B) + P(A2|B) – P(A1(A2 |B). 

Probabilité conditionnelle : P(AA) = P(A)*P(A). P( A | B ) = P(A ( B ) / P(B) , P( A(B ) = P( A |B ) P( B ) . 

Indépendance ssi P(A(B)=P(A) P(B)  (Indépendance(Incompatible)Probabilités totales et composées : P(B) = ( i P(B | Ai ) P( Ai ) Bayes : P( B |A ) = P(B ( A ) / P(A)  = ( P(A|B)P(B) ) / P(A) et P(A) = P(A|B)P(B) + P(A| /B).P( /B) 

VA: Fonct de répartition : ( discret ou continu ) F(x) = P(X ( x ) , P(a(X(b) = F(b) – F(a), VAD :  loi de proba : pi = P( X=xi ) et

( pi = 1 VA Uniforme discrète : P(X = x ) = 1 / ( n + 1 ) , k ( x ( k+n ( On lance 1 dé X est la valeur de la face visible. X est une VA uni discr entre 1 et 6 , donc k=1 et n = 5 ) VA de Bernouilli :  ( 0 ou 1 ) p = P(X=1) = P(A) et q = 1-p VA Géo :  P(X = k ) = (1-p)k – 1 p , k= 1,2,… ( On répète une expé aléa qui a une proba p de succé. On note X la VA égale au nombre d’essais nécessaires pour obtenir le premier succés ) VA binomiale :  On répète n fois une épreuve de Bernouilli ayant une proba de succés p.On désigne par X le nombre total de succés. P( X=k) = pk( 1-p ) n-k Cnk, k = 0,…,n . X ~ B(n,p) 

Exemple :  Un système de communication à n composantes foncitonne si au moins la moitié de ses composantes fonctionne. On suppose que chaque composante fonctionne indépendamment des autrs avec une proba p. On note X le nombre, aléatoire, de composantes qui fonctionne. –Systèmes à trois composantes X ~B(3,p). La proba que le système fonctionne est P( X(2) = P( X=2) + P(X=3)= C32 p2(1-p)+ C33 p3 = p2(3-2p)  -Systèmes à 5 composantes X ~ B(5,p) La proba que le système fonctionne est : 

P(X(2) =  P( X=3) + P(X=4) + P(X=5) = C53 p3(1-p)2+ C54 p4(1-p) + C55 p5 = 10p3(3-2p)2 + 5p4(1-p) + p5.

VA Poisson : de param ( , P(X=k) = ( e-( (k ) / k ! , 

k = 0,1,… VA Continue :  fonction de répartition est continue et dérivable presque partout P(a<X(b) = (ab f(x) dx = F(b) – F(a) 

VA Uniforme cont :  si sa densité : f(x) = c lorsque a < x < b, f(x) = 0 sinon et c(b-a) = 1 ( c = 1/( b-a) La fonction de répartition est F(x) = 0 si x ( a et F(x) = 1 si  x ( b. Pour a < x < b, F(x) = (a x 1/(b-a) du = (x-a)/(b-a) 

VA Exponentielle :  de param ( > 0 de densité f(x) = (e-(x lorsque x > 0 ; f(x) = 0 sinon. Fonction de répartition associée pour x > 0 : F(x) = (0x  (e-(u du = 1 - e-(x, et F(x) = 0 pour x < 0. VA Gaussienne : de param ( ( R et (>0 notée N((,(2 ) de densité :

f(x) = 1/(( ((2()).e- ( x - ( ) 2 / ( 2(2) ,x ( R.Cas particulier N(0, 1) dont la densité est : f(x) = 1/ ((2() .e- x 2 /  2 ,x ( R. 

Fonction d’une variable aléatoire continu :  N((,(2 ) = ( + (2 N(0,1)

 Couple de VA discrète : loi bivariable P( X=x, Y =y )    pX(x) = P(X = x ) Loi marginale :  pX(x) = P( X =x,Y( ( ) = (yj (( P( X=x, Y=yj ) Fonction de répartition :  F(x,y) = P(X(x,Y(y ) = (-(x(–(y f(u,v) dudv Densité marginale : fX(x) = (-(+( f(x,y) dy 

Indépendance :  Discrètes ssi P(X =x , Y = y ) =P(X=x)P(Y=y) Continues :  f(x,y) = fX(x) fY(y) = g(x).h(y) avec fX(x) = a.g(x) et fY(y) = h(y)/a .

Distributions conditionnelles : Cas discret :  P(X = x | Y = y ) = P( X=x,Y=y ) / P( Y = y ) , au dénom : probabilité marginale de Y. Si X et Y indép : P( X = x | Y = y ) = P(X=x,Y=y)/P(Y=y) =P(X=x)P(Y=y)/P(Y=y)=P(X=x) 

Cas continu : Densité conditionnelle fX|Y ( x | Y = y ) = f(x,y) / fY( y ) 

Exemple : On considère l’expérience suivante : on tire au hasard un nombre X entre 0 et 1, puis un nombre au hasard entre 0 et X. On formalise cela de la façon suivante : X est une VA uniforme sur ]0,1[. Conditionnellement à X =x, Y est une variables uniforme sur ]0,x[ cad fX(x) = 1, 0 <x<1 et fY|X( y |X = x ) = 1/x , 0<y<x. La loi bivariable est f(x,y) = fX|Y( x | Y = y )=fY(y)= 1/x 0 < y < x < 1. 

La loi marginale de Y est fY(y) = (-(+( f(x,y) dx = (y1 1/x dx = [ln x ]y1 = -ln y, 0< y < 1. La densité conditionnelle de X sachant Y =y

est donc fX|Y( x | Y = y )=-1/(xln y ) , 0,y < x < 1, et fX|Y( x | Y = y )=0 ailleurs.

Somme de VA indép : Z = X + Y , P( Z = z ) = P( X + Y = z ) = ( x(X P( X = x , X + Y = z ) = ( x(X P(X=x, Y = z-x ) = 

=( x(X P(X=x) P( Y = y-z ) .VA binomiales :  B( n,p) + B(m,p ) ~ B( n + m , p ). VA de Poisson : Soient X, Y 2 VA de poisson ind de param ( et ( respectivement. Montrons que Z =X+Y est une va de poisson de param (+(. On a P(Z=n) = (x=0n P(X=x)P(Y=n-x)= (x=0n e-(.((x/x !)e-(.(n-x/(n-x) ! = e-((+()(x=0n (x(n-x.1/(x !(n-x)!)=e-((+()/n! (x=0n n!/(x !(n-x)!).(x(n-x = [e-((+()/((+()n]/n!(((()+ ((() ~ (( (+( ) . N( a,b ) + N( c,d ) = N( a+c , b+d ) Espérance : VA discrète : E[X] = (x(X xP( X=x )  VA continue : (R xf(x) dx VA Bernoulli : E[X] = 0.P( X=0) + 1.P(X=1) = p VA binomiale : E[X] = np VA Poisson :  E[X] = (e-(e( = ( VA Géom :  E[X] = p/(1-q)2 = p/p2 = 1/p VA uniforme : E[X] = (ab x (1/( b-a)) dx = (a+b)/2 VA Exponentielle : E[X] = 1/ ( VA Gausienne : E[X]=1/ ((2() .(-(+( xe-x2/2 = 0  Espérance : E[aX+b] = aE[X]+b. E[Const] = Const.E[X-E[X]] = E[X] – E[X] = 0 

Variance : pour une VA X dont E[X2]<( .Var(X) = E[(X-E[X])2]. Var(aX+b) = a2Var(X). Ecart Type :  ( = (( Var(X) ). 

Var(X) = E[X2]-E[X]2. VA Bernoulli : Var(X) = p-p2=p(1-p) VA Binomiale : Var(X) = np(1-p) VA Géom :  Var(X) = (1-p)/p2 

VA Poisson : SI X ~ P(() Var(X) = (. VA uniforme : E[X2] = (b2+ab+a2)/3 , Var(X) = (a-b)2 / 12 .

VA Esponentielle : E[X2] = 2 / (2, Var(X) =2/(2- 1/(2 =1/(2
VA Gausienne : pour Y ~ N(0,1) :  E[X2] = 1, Var(X) = 1-E[X2]=1-0=1 Pour X ~ N((,(2) : on a X =( + (Y. E[X] =( et Var(X) =(2

Covariance : Cov(X,Y) = E[(X-E[X])(Y-E[Y]]. Cov(X,Y) = Cov(Y,X). Cov(X,X) = Var(X). Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y]

Cov(aX+b, cY+d) = acCov(X,Y). Si X et Y indépendantes : Cov(X,Y) = 0 ( L’inverse n’est pas vrai ). 

Coefficient de corrélation :  (( X,Y) = Cov( X,Y) / (( Var(X)Var(Y) ) Cauchy Schwarz :  E[UV]2 ( E[U]2E[V]2 . Le coef de corrélation est une mesure du lien linéaire entre 2 VA : il est nul si les VA sont indép, toujours compris entre –1 et 1, égal à –1 ou 1 si la relation entre les 2 VA est linéaire. Espérance et variance de la ( de VA :  E[X1+…+Xn] = E[X1]+…+E[Xn]

Var((i=1n Xi) = (i=1n Var(Xi)  + 2 (i=1n(j=i+1n Cov( Xi,Yj). Si famille de VA indép les unes des autres : Var( (i=1n Xi) = (i=1nVar(Xi)

Loi Binomiale :  Soit Y ~ B(n,p), il existe une famille de VA X1,…,Xn de n loi de Bernoulli, indépendantes et de param p, telle que : 

Y = X1+…+Xn on a E[Y] = np et Var(Y) = np(1-p). Moyenne arithmétique : /X = ( X1+…+Xn ) / n. E[/X] = 1/n(i=1n E[Xi] = (
Var(/X) = (2/n. La variance de la moy arith diminue lorsque n augmente. Convergence : Inégalité de Markov : P(X(a) ( E[X] / a

Inégalité de Chebychev : Soit une VA d’espérance ( et de variance (2 finie. P( |X-(|(t) ((2/t2 . ( Var(x)/t2. 

Théorème Central Limite : Soit X1,X2,… une famille de va ind et de même proba et U une va gausienne N(0,1) ind des Xi . 

P( (/Xn - () / ((/((n) ) ( u ) (P( U ( u ) lorsque n ((. Convergence de la loi binomiale vers la loi gausienne : Une va binomiale peut se décomposer en une somme de n va de Bernouilli ind de param p que l’on notera Yi : Xn = (i=0n Yi ~ B(n,p). 

Statistiques : Caractères décrivent l’unité statistique. Caractères qualitatifs ne sont pas mesurables. Caractères quantitatifs sont mesurables. Les modalités sont les valeurs prises par un caractère qualitatif ou quantitatif discret. Représentation des caractères continus : Fonction de répartition empirique :  c’est l’équivalent de la fonction de répartition d’une va mais elle est construite sur less valeurs x1,…,xn. ^F(x) sera la proportion de valeurs ( à x. ^F(x) = 1/n . Nombres de données ( Valeur ( x) ( Représentation en escalier.Caractéristique de tendance centrale :  moyenne : /x = 1/n (i=1n xi = 1/n (i=1p nixi = (i=1p fixi. Médiane : s’il y a un nb impaire de données : xM = x((n+1)/2). S’il y a un nombre pair de données xM = ½(x(n/2) + x(n/2+1) ). La médiane n’est pas sensible aux valeurs extrèmes. Le mode : Caractéristique de dispersion : L’étendue : a = xmax – xmin = x(n) – x(1). 

L’écart-type : s2 = 1/n(i=1n (xi- /x)2.L’intervalle inter-quartile : Un quart des valeurs sont < au 1er quartile. ¾ < au 3ième quartile. xq2 = xm. IQ = xq3  - xq1. Intervalle inter-décile :  ID = xd9 – xd1. Coefficient de dispersion : S/ /x , IQ/M ou ID/M. 

L’estimation : L’estimation ponctuelle : On considère que l’on à un échantillon de n va indépendantes, issu d’une loi de proba P( dont on cherche à estimer le paramètre inconnu (, C’est le problème de l’estimation ponctuelle. On appelle estimateur une va ^( calculée à partir des Xi. ^( = T(X1,…,Xn) avec (X1,…,Xn) l’échantillon. Il est indispensable que lorsque la taille de l’échantillon tend vers ( alors ^( (vers le paramètre (. Un estimateur non convergent sera rejeté. 

Non biais :  Lorsque l’on estime ( à l’aide de ^( on commet une erreur d’estimation ^(-(. En ajoutant et en retranchant E[^(], l’erreur d’estimation se réécrit : ^(-( = (^(-E[^(]) + (E[^(]-(). le premier terme est la fluctuation de ^( autour de son espérance : c’est une va lié au hasard. Le second terme est une constante c’est une erreur systématique c’est le biais. Un estimateur est sans biais si E[^(]-( = 0.  Soit X1,…,Xn un échantillon d’une pop d’esp (. Alors la moyenne arith /X est un estimateur convergent et sans biais.

La fréquence statistique d’apparition, F, d’un événement sur un échantillon est un estimateur sans biais de la probabilité p de cet événement dans la population. Proposition : Soit X1,…,Xn un échantillon d’une population de variance (2. La variance expérimentale S2 est un estimateur biaisé de (2. L’estimateur sans biais est ( n/(n-1)).S2. Ces estimateurs sont convergents. 

Efficacité : De deux estimateurs sans biais, le meilleur est celui dont la variance est la plus faible. Soit ^(1 et ^(2 deux estimateurs sans biais d’un param (. L’efficacité relative de ^(1 par rapport à ^(2 est le rapport : Var(^(1) / Var(^(2). 

Méthode des moments : 1. Calcul des moments théoriques ( Espérance math, Variance ) issu de la loi de proba. 2. calcul des moments des l’échantillon ( moyenne /X , Variance S2 ) 3. Identification des deux modes pour en déduire l’estimation des param.

Ex 1 : Loi géo : E[] = 1/p. Moy arith = /x ( ( 1 /^p ) (( ^p=1/( /x)

Ex 2 : Echantillon X1,…,Xn provient d’une loi gausienne de param ( (, (2 ) . La moy arith et la variance valent respectivement ( et  (2. La moy arith et la variance empirique de l’échantillon sont respectivement /X et S2. Ident : ^( = /X      ^(2 = S2.

Méthode du maxi de vraissemblance : Soit X1,…Xn un échantillon de loi f( de param inconnu (. f( désgne une densité de proba ou la loi de proba d’une VA discrète. On appelle vraisemblance la fonction : L( X1,…,Xn ;() = f( ( X1)*…* f((Xn) = (i=1n f((Xi).

On appelle estimateur du maxi de vraisemblance la valeur ^( qui maximise la fonction de vraisemblance. 

Ex 1 : Loi esponentielle : de param ( . Vrais : L( X1,…,Xn ; () = (n (i=1n e-(x = (n exp{ -(.(i=1n Xi }. La log vraisemblance est 

Ln L( X1,…,Xn ; () = n Ln ( -(.(i=1n Xi. Pour maximiser la vraissemb on devra rechercher la valeur ^( qui annule la dérivée première de la log-vraisemblance, et vérifier qu’en ce point la dérivée seconde est négative. (L( X1,…,Xn ; ())’ = (n/()-(i=1n Xi et donc (n/()-(i=1n Xi = 0 (( (1/^() = 1/n (i=1n Xi = /X. la dérivée seconde : (L( X1,…,Xn ; ())’’ = -n/(2. 

Ex 2 : Loi gausienne : de param ( (, (2 ) on obtient : ^( =1/n (i=1n Xi = /X. et (2 = 1/n (i=1n ( Xi - ^()2 = S2. 

On prendra (2 =n/(n-1)S2. Ex 3 : Loi uniforme : sur l’intervalle [a,b]. la densité vaut 1/(b-a) dans [a,b] sinon elle est nulle. â = Xmin et ^b = Xmax. Comme ces estimateurs sont légèrement biaisés on prendra : ã = Xmin – ( Xmax-Xmin)/( n-1) et 

~b = Xmax-( Xmax-Xmin) / ( n-1). 

Estimation par intervalle de confiance : Intervalle de confiance au niveau 1 - ( : 

P( p1<p<p2) =1- ( (( P( -u(/2 < U < u(/2 ) = 1 - (.

 -u(/2 < U < u(/2 (( -u(/2 < (^p-p)/( ([( p(1-p)/n]) < u(/2 ((^p-u(/2 ( ([( p(1-p)/n]) < p < ^p+u(/2 ( ([( p(1-p)/n]). 

Comme on ne connaît pas la variance p(1-p) on la remplace par ^p(1-^p).

[^p-u(/2 ( ([( p(1-p)/n]) , ^p+u(/2 ( ([( p(1-p)/n]) ]. Ex : On interroge n = 895 personnes et 502 répondent positif. Quel est l’intervalle de confiance au niveau 1 - ( = 95 %. L’application des formules donne ^p = 502/895. =0.561. 

p1 = 0.561 – 1.96 * ([(0.561*0.439)/895] = 0.528 et p2 = 0.594. p ( [0.528, 0.594]. avec une proba de 0.95. Dans le cas où p est proche de ½ ( présidentielle ) , on peut faire l’approximation ([ p(1-p)] ( ½. 

Intervalle de confiance de la moyenne : Variance connue :  ^( = /X.     -u(/2 < U < u(/2 (( -u(/2 < (^( -()/((/(n) < u(/2
(( ^( -u(/2 ((/(n) < ( < ^( +u(/2 ((/(n) on obtient : [/X -u(/2 ((/(n) , /X +u(/2 ((/(n) ]

Intervalle de confiance de la moyenne : échantillon gausien et variance inconnue :   Soit X1,…,Xn un échantillon de loi gaussienne N( (,(2 ) . Alors la quantité (/X -()/(S/(n) est une va distribuée comme une loi de Student à (n-1) degrés de liberté, noté T(n-1). On construit l’intervalle de confiance de la moyenne : -t(/2 < T(n-1) < t(/2 (( -t(/2 < (^( -()/(S/(n)   < t(/2 ((
^(-t(/2 (S/(n) < -(   < ^(+t(/2 (S/(n). On obtient l’intervalle de confiance suivant : [/X - t(/2 (S/(n) , /X + t(/2 (S/(n) ]

Test d’hypothèses : Un test math est une méthode math et reproductible qui vise à prendre une décision quant au rejet ou non d’une hypothèse nulle H0, face à une hypothèse alternative H1. Deux types d’erreur possible  : 1. ( = P( Rejeter H0 alors que H0 est vraie ) 

2. ( = P( Ne pas rejeter H0 alors qu’il aurait fallu ) . La quantité 1 - ( est appelé la puissance du test. 

Démarche générale pour élaborer un test d’hypothèse :1. Définir le cadre statistique ( Type échantillon, loi de proba, etc ) 

2. Définir mathématiquement H0 ( par exemple, les espérances sont égales ) 3. Définir mathématiquement H1 ( Par ex les espérances sont différentes ) 4. Fixer une valeur pour ( 5. En déduire le test et rejeter ou non H0. 

  H0 : Efficacité équivalente contre H1 : meilleure efficacité pour le nouveau médicament ( test unilatéral car H1 ne considère pas que l’efficacité du nouveau médicament puisse être < à l’ancien. H1 :  efficacité différente ( test bilatéral. 

Test de proportion. Soit un échantillon de taille n d’une population dans laquelle la proba d’une certaine caract est p ( inconnue). Cette caract est observée avec une fq statistique F dans l’échantillon. On veut tester H0 : p =p0 contre H1 : p > p0. SI F est trop ( de p0, on rejète H0. Dans le cas contraire, on ne rejette pas H0. Il faut trouver une valeur pc telle que si F > pc la diff F – p0 est jugée trop grande. On a vu que F est l’estimateur optimal de p. ON travaille sous H0, ce qui signifie que p = p0.    F-p0 / ([ p0(1-p0)/n] ( N(0,1). On détermine la valeur pc à partir du taux d’erreur de type I que l’on accepte. Si on ne veut jamais commettre cette erreur, la seule solution consiste à ne jamais rejeter H0. P( rejeter H0 | H0 est vrai ) = ( (( P( F > pc | p = p0 ) = ( (( P(F-p0 / ([ p0(1-p0)/n] > F-p0 / ([ p0(1-p0)/n] = ( avec le TCL on a pc-p0 / ([ p0(1-p0)/n] = u( et pc=p0+u(([ p0(1-p0)/n] . P( N(0,1) < u( ) = 1 - (. Donc H0 est rejetté si F > p0 + u(([ p0(1-p0)/n]

Ex :  Taux de survie à un an d’une maladie grave vaut 35 %. Un nouveau médic est testé sur un groupe de 84 malades. 38 malades étaient encore en vie après un an. Est-ce une amélioration significative ? On va tester H0 : p = 35 %. ON observe 38 survies, donc 

F = 38/84= ^p=0.4524. Le seuil critique est pc = 0.35 + u(([0.35*(0.65/84)] = 0.4356 si ( = 0.05. Comme F > pc, on rejette H0.

^p > pc : Le nouveau médic est + efficace au seuil 5 %. Si ( = 0.01 alors pc = 0.4712 ( ^p < pc. Test de moyenne :  

Variance connue :  Soit X1,…,Xn un échant de taille n de moyenne inconnue m et de variance connue (2. On souhaite faire le test bilatéral. H0 : m=m0 contre H1:m(m0. Si /X est trop ( de m0( on rejette H0. Sous H0, le TCL donne : (/X-m0)/((/(n) (N(0,1).

P( ne pas rejetter H0 | H0 vraie ) = 1-( (( P( -u(/2 < (/X-m0)/((/(n) <u(/2)((P( m0- u(/2((/(n) < /X < m0+ u(/2((/(n))=1-(.

Donc Si /X est dans l’intervalle [m0- u(/2((/(n) ;m0+ u(/2((/(n))] , on ne rejette pas H0. 

Exemple : Par définition le quotient intel d’une pop a pour moyenne 100 et écart type 20. ON fait passer des tests à 36 étudiants de l’IUP d’Avignon et on observe une moyenne de 106,1. Au risque 5% peut-on conclure que les étudiants de l’IUP d’Avignon sont ( du reste de la pop ? Telle que la question est posée, un test bilatéral s’impose : On va donc tester H0 : m = m0 contre H1 : m ( m0. 

Dans cet ex mo = 100 , ( = 20 , n = 36 , /X=106,1. Au risque 5% u(/2 = 1.96 .L’hypothèse H0 : m = m0 n’est pas rejetée si /X est compris dans l’intervalle [ m0 - u(/2 (/(n, m0 + u(/2 (/(n] = [ 93,5 ; 106,5 ]. Comme /X = 106,1 est compris dans l’intervalle, on ne rejette pas l’hypothèse nulle au risque 5%. Si on part du présupposé que les étudiants de l’IUP sont plus intelligents que la population générale, on peut faire le test unilatéral avec comme hypothèse alternative : H1 : m > m0. Dans ce cas, on ne rejette pas H0 si 

/X< m0 + u(/2 (/(n. Au risque 5%, on a u(/2 = 1,645. Alors m0 + u(/2 (/(n,=100+1,645.20/6 = 105,5. En pratiquant un test unilatéral on rejette H0. Cet exemple montre que le résultat d’un test peut dépendre du type de test que l’on fait unilatéral ou bilatéral.

Variance inconnue : Si la variance est inconnue et seulement estimée, on ne peut plus utiliser la convergence donnée par le TCL pour faire le test. Dans ce cas, on doit remplacer l’utilisation de la loi gaussienne standard par une loi de Student à (n-1) degrés de liberté. Pour un test bilatéral par exemple, on ne rejette pas l’hypothèse H0 si /X est comprise dans l’intervalle [m0 + t(/2 S/(n, m0 + t(/2 S/(n]

où t(/2  est le quantile d’une loi de Student à (n-+1) degrés de liberté. Exemple : On reprend le même exemple que précédemment, mais ici, on suppose que l’écart type S= 20 est calculé à partir des résultats sur les 36 étudiants. Au risque ( = 5% ,le test bilatéral nous donne l’intervalle de non-rejet suivant ( avec t0.025 = 2.03 ) : [ 100 – 2,03.20/6, 100+2,03.20/6] = [93,2 ;106,8 ]. Le test unilatéral au même niveau de risque avec t0.05 = 1,69 donne l’intervalle de non-rejet : [ -(, 100+ 1,69.20/6] = ] -( ; 105,6]. A nouveau, on ne rejette pas H0 pour un test bilatéral, mais on la rejette pour un test unilatéral. Puissance d’un test : 

On calcule la puissance : 1 - ( = P( Rejeter H0 | H1 est vrai ) = P ( F > pc | p ) = P( N(0,1,) > pc-p0 / ([ p0(1-p0)/n] en utilisant la convergence  F-p / ([ p(1-p)/n] ( N(0,1) or, pc = p0+ u( ([p0(1-p0)/n] donc 

1 - ( = P( N(0,1) ; u(  ([ ( p0(1-p0)) / ( p(1-p) ]   - (p-p0)) / (( p(1-p)/n) ]   

Seuil de significativité ou p-valeur : Jusqu’à présent, nous avons présenté les tests d’hypothèse comme une procédure vient à rejeter ou ne pas rejeter une hypothèse H0 en présence d’une hypothèse alternative H1, s’étant fixé a priori un niveau de risque (.

Une autre démarche est possible. Plutôt que de fixer ( et de décider de H0, on calcule directement la probabilité de rejeter H0 pour la valeur de la statistique observée. On appelle cette valeur un seuil de significativité ou une p-valeur. On reprend le cas étudié dans le test de proportion. Si on note Pobs la proportion observée, on a l’égalité suivante (0 = P( rejeter H0 | H0 vraie) = P( F > Pobs|p=p0)

où on rappelle que F est la VA représentant la fréquence statistique. Comme sous H0 on a   F-p0 / ([ p0(1-p0)/n] ( N(0,1).

on a (0 = P( N(0,1) > Pobs - p0 / ([ p0(1-p0)/n] = 1 - (( Pobs - p0 / ([ p0(1-p0)/n] ) . Avec les valeurs de l‘exemple médical :

 (0 = 1 - ((  (0,4524 – 0,35 ) -  [((0,4524(0,5476)/84)] = 1 - ((1,886) = 0,03. Cette valeur est la probabilité d’avoir, sous H0, un taux de survie supérieur à celui observé. Si on considère cette probabilité élevée, il ne faut pas rejeter H0 et ne le rejeter que si on observe un taux de survie encore supérieur. En revanche, si on considère cette probabilité comme faible, il ne faut pas rejeter H0. Si ( >  (0, on rejette  H0, si  ( <  (0, on ne rejette pas H0.

Exo du bus : Sur ligne bien desservie un bus toutes les 20 minutes selon une loi uniforme. Sur les lignes mal desservies, un bus toutes les 60 minutes selon le même principe. On est arrivé entre 9h00 ( On ne sait pas sur qu’elle ligne ) et à 9h15 il n’y a toujours pas de bus. Sachant cela qu’elle la probabilité que cette ligne soit mal desservie. A : « On est sur une ligne mal desservie » B : « Pas de bus pendant 15 minutes »et X : Temps d’attente. ( B( X > 15 ) et P( A ) = ½ .

P( A|B) = P(B|A)P(A)/[ P(B|A)P(A) + P( B|/A)P(/A) or P( B|A) = ¾ car P(X>15 | X ~ U[0,60] ) = 1 – P(X <15) = 1-15/60 = 45/60= ¾

P(B|/A) = P(X>15 | X ~ [0,20] ) = 1- P(X<15) = 1-15/20 = ¼ donc P( A | B) = 3/4

Albert lance deux pièces, Béa lance 3 pièces. Gagne celui qui a le plus de Pile. On cherche à calculer P(B), la proba que Béa gagne.

Ai = « Albert a i Pile » Cj = « Béa a j Pile » On décompose P(B) de la façon suivante P(B) = (i=02 P(B|Ai)P(Ai)

Il faut donc évaluer les 6 proba de cette expression. On a P(A0) = ¼, P(A1) = ½ et P(A2) = ¼ et P(B |A0) = 1-P(C0) = 1-1/8=7/8

P(B|A1) = P(C2(C3) = 1/8 + 3/8 = 4/8 P(B|A2) = P(C3) = 1/8, ce qui donne P(B) = 7/8.1/4 +4/8.1/2+1/8.1/4 = (7+8+1)/32=1/2
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Il faut donc évaluer les 6 probabilités de cette expression: On a P(Ag) = 1/4, P(4;) = 1/2 et
P(A3) =1/4, et

P(B|Ay) =1-P(Cp) =1-1/8=17/8,

P(B|A)=P(C,UC3)=1/8+3/8=4/8,

P(B| Ay) = P(Cs) = 1/8,

ce qui donne au total P(B) =7/8.1/4+4/8.1/2+1/8.1/4=(T+8+1)/32 =1/2.

Ezemple 2 En génétique, chaque parent posséde deux copies d’un géne, sur chacun des brins
d’un chromosome. Les gametes (les cellules de reproduction) ne possédent chacune qu’une copie
de chaque géne, qui provient d’un des deux brins, choisi au hasard avec une probabilité 1 /2. Le
génotype d’un individu est donc composé d’une copie du géne provenant de chaque parent, cette
copie ayant été tirée au hasard parmi les deux copies de chacun des parents.

Supposons que le phénotype (ce que I'on voit de la personne, la couleur des yeux par exemple)
soit déterminé par un seul géne, qui n’existe qu'en deux versions (les alléles) notées A et a.
L’exemple historique est celui des petits pois étudiés par Mendel, ol A = « peau lisse » et
a = « peau ridée ». Chez les petits pois, la peau lisse est dominante, ce qui signifie que pour
les combinaisons d’alléles AA, Aa et aA, le phénotype est une peau lisse. La peau ridée n’est
obtenue que pour la combinaison aa. Chez les humains, la couleur bleue des yeux est dominée
par la couleur marron. Soit une population dont les proportions sont les suivantes : P(AA) = ay,
P(Aa ouaA) = ff et P(aa) = 7. On suppose maintenant que les individus se croisent au hasard
dans cette population, et on calcule les proportions des génotypes & la génération suivante. Soit

P(A) la probabilité que lalldle A d’'un ascendant soit sélectionné. En utilisant la formule des
probabilités totales et composées, on a

i

P(A) P(A| AA)P(AA)+ P(A | Aa ou aA)P(a4) + P(A | aa)P(aa)

= oap+Fp/2+0=p.

Alors on obtient la fréquence de la nouvelle génération P(AA) = P(A)P(A) = p? = ;. De la

méme fagon, on trouve P(aA) = 2p1(1—pi) = B et p(aa) = (1 —p,)? = ;. Passons maintenant
a4 la deuxiéme génération :

p2=o1+B1/2=p} +2p1(1 - p1)/2 =D+ p1 — P} = p1.

Comme on vient de montrer que p; = p,, il en découle immédiatement que ap = v, By = b1 et
Y2 = 1. Autrement dit, la proportion des différents génotypes (et donc aussi des phénotypes)
reste identique dés la premiére génération, et cela quelle que soit la génération de départ. On
peut donc écrire que P(AA) =p?, P(aA) = 2p(1—p) et P(aa) = (1—p)?, ot p est la proportion
de l'alléle A dans la population. Ainsi, par exemple si Mendel observe 9% de petits pois avec la
peau fripée, alors P(aa) = 0,09 = 1—-p=10,3 et P(A) =0,7.




